ECE1

Correction Feuille Exercice 8

2019-2020

g Utiliser les théoremes d’éncadrement, étude de fonctions

Correction Feuille Exercice 8

Exercice 19 (théoréme des gendarmes)
On cherche & démontrer le résultat de cours suivant :

et —1
lim =
z—0 x

1

1. On pose la fonction f définie sur R par f(z) = e* — x — 1. Cette fonction est dérivable sur R en
tant que somme de fonction dérivable sur R et

On a alors

fl(z)=¢€"—1

f(z)>0<=e"—-1>0
<— "> 1
< x>0

On en déduit alors le tableau de variation pour la fonction f.

x —00 0 —+00
Signe
de f'(x) R

Variationsd
de f

D’apres le tableau de variation précédent, la fonction f admet O pour minimum en 0. Donc

On pose maintenant la fonction g définie sur R par g(z) = 1+ ze® — e*. La fonction g est dérivable

sur R et

On a alors

g (x) =e" + ze® — e = xe”

Jd(@)>0<=2e">0<=2>0

On en déduit le tableau de variation suivant :

x —00 0 —+00
Signe
de ¢'(x) B 0 i

Variationsd
de g
0
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Comme précédemment, g admet 0 pour minimum en 0. On a donc

e® <1+ xe®.

2. On repars de I'inégalité trouvée précédemment et on considere z > 0. On a alors

I+ <" <l4aze® <= v <’ —1<xe”
et —1

<— 1< <e*

X

Or lim e” = 1. Donc d’apres le théoreme d’encadrement (théoreme des gendarmes), on a

z—0
>

e’ —1
lim =1.
z—0 €T
>
De la méme fagon,
et =1
lim = 1.
z—0 €T
<
et donc la limite en 0 existe et
et —1
lim =1.
zto0 €T

Exercice 20 (*)
Soit f la fonction définie par f(z) =1+ zexp (

=)
1—xz/
1. Pour déterminer I’ensemble de définition de f, on résout

l—-2z=0<=2x=1

On a donc
Dy =R\ {1}.
2. Onaliml—2=0" donc lim = —o0 et par conséquent
I;}l zjl 1—2

I S
tmess (7—5) -

et finalement

liﬁrri flz)=1.

= 400 et par conséquent

Onaliml—2=0" donc lim
x—1 r—1

<

— X

li L =
xl?n% exp <1> = 400

et finalement

}%q f(z) = +o0.

Les limites a gauche et a droite ne sont pas les mémes donc f n’a pas de limite en 1.

Limites de fonctions. M Leboucher
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3. On a ]
lim =0 et lim =0
z——00 | — z—+oo | —
et donc
. 1 . 1
lim exp ( ) =1 et lim exp < ) =1
T——00 1—=x T—+00 1—=x
Ainsi .
lim xexp < > = —00
T——00 1—2x
et dond EEH f(z) = —o0. | De plus

1
lim :1r;exp<1 )——i—oo

r—+00 — o

et dond lim f(z) = +o0.

Tr—r-+00

1
4. En utilisant le changement de variable X =

. On a donc quand * — +o00, X — 0 et

1 —1<:> =1 ! Ainsi
m—X T = X msi,

. 1 , 1\ /¢
(o)) =g 1)

X
T X . et —1
i (1) -
X
BERT X - et —1
= lim (¥ —1) - lm —
[=0-1=-1]
i *%
E)fercme 21' (**) xe_l%\, §iz£0
Soit la fonction f(x) = '
Osiz=0
1. La fonction f est définie sur R (donc le domaine de définition est symétrique). De plus pour tout
x € R*,
3 3
f(=2) = (—2) x e =71 = —xe” Bl = — f(x)
Donc,

‘la fonction f est impaire.‘

2. Par disjonction de cas, soit x > 0, alors dans ce cas f(z) = ze . La fonction f est dérivable et

Limites de fonctions. M Leboucher
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Dans tout les cas

3. On en déduit le tableau de variation suivant :

x —00 0 +00
Signe

Variationsd
de f

4. On a lim |z| = +oo donc
r—+o0

_3 . _3
lim e Il = lim e =l =1
T——00 T—+0c0

Ainsi

lim f(z)=—occet lim f(z)=4oc.

T——00 r—r-+00

Exercice 22 (***)
On définit la fonction partie entiere E par : Vo € R, E[x] = n ou n est I'unique entier tel que n < x < n+1.
Soit f : RT™ — R bornée sur tout intervalle de longueur 1.

1. On suppose que mggloo(f(x +1) = f(z)) =0.
On se fixe € > 0.
(a) Comme xgrfoo(f(x + 1) — f(z)) = 0, d’apres la définition de la limite, il existe A > 0 tel que
Ve > A, |f(x+1) — f(z)] <e
(b) On pose m = E[x — A]. On a donc par définition de la partie entiere,

r—A>m<<<—zrz-—-m>A

Ainsi

1) = flo—m)l = |3 fo = m+k+1) = (@ —m+ k)
sz__: lflx—m—Fk+1)— flx —m+ k)|
Smijle
gm_a

(c) On a alors
‘f(x) :|f($)—f($—m)+f(x—m)|
e [fe=tlem) | te=m)

Limites de fonctions. M Leboucher
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Or z —m € [A; A+ 1] donc f(xm—m) §?.Donc
f(z) Sms_i_%
x x x
Ofm<z— A<z donc
M
‘f(:z:) < —+e
x x

€
(d) Attention! Dans cette question on prend un nouvel e. Soit € > 0, on pose alors g5 = 5 Il existe

alors Ay > 0 tel que pour tout x > As,

(En reprenant toutes les questions précédentes pour £5). Or hIJ{l — = 0. Donc d’apres la
r—+oo

définition, il existe As tel que pour tout x > As,

M
— < &
x

Ainsi, en choisissant Ay = max(A,, Asz), pour tout > Ay, on a

‘f(x) <éertex<e
x
C’est la définition de la limite donc
lim M = 0.
r—+o0o
2. On suppose que lim, ,,(f(x +1) = f(z)) =1 €R.

On a

fle+1l) = fle)=l< fla+1)— f(x) =1=0
— fle+1)—(x+ Dl —(f(x) —2l) =0
= gl@+1)—g(@) =0

en posant la fonction g : © — f(z) — zl. La fonction g vérifie

lim g(z+1)—g(z)=0

T—+400

Donc d’apres la partie précédente, on a

m —= =0

r—+00

Or
g(@) (@) —al
T x
_f@)
x

Ainsi lim @ — = lim M =0 et donc

r—+o0o r—+00

Limites de fonctions. M Leboucher
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lim M:l

r—+o00

3. En prenant f(z) = In(z), on a

1 1
lim In(z+1) —In(z) = lim In ("H ) — lim In (1+> —0
x—>+00 T—>+00 X T—+00 X
On en déduit donc
lim In(z) =0.
r—r+00 x

Limites de fonctions. M Leboucher



